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Abstract

Der Luenberger-Beobachter wird dazu verwendet, nicht messbare oder zu aufwéndig messbare
Systemzustédnde zu rekonstruieren, d.h. zu beobachten, in dem ein Streckenmodell parallel
zur Strecke geschaltet wird. Damit Stérungen abklingen, wird die Differenz des Messausgangs
iiber eine Riickfithrverstirkung zuriickgefiihrt. Beim Luenberger-Beobachter wird sie durch
eine Dynamik-Vorgabe z.B. iiber eine Polplatzierung bestimmt. Je hoher die Dynamik gewihlt
wird, desto schneller klingen zwar impulsformige Storungen ab und desto kleiner ist der
stationédre Fehler bei sprungférmigen Storungen, aber desto mehr wird auch das Messrauschen
verstarkt. Damit sprungformige Storungen zu keinem stationdren Fehler des Zustandsvektors
fiihren, muss ein Storgrofenbeobachter verwendet werden. Der stationdre Kalman-Filter ist
in seiner Struktur identisch mit dem Luenberger-Beobachter, aber der Riickfiithrvektor, d.h.
die Kalman-Verstarkung, wird nur unter Beriicksichtigung der Eigenschaften des System-
und Messrauschens derart entworfen, dass das Rauschen der beobachteten, d.h. geschétzten,
Zustdnde minimal wird. Eine Dynamikanforderung geht hierbei nicht mit in den Entwurf
ein. Der Extended Kalman-Filter ist die Erweiterung auf nichtlineare Systeme, wobei bei der
Berechnung der Kalman-Verstirkung anstelle der System-Matrizen die entsprechenden zeitvari-
anten Jacobi-Matrizen dhnlich einer Linearisierung verwendet werden, wodurch sich auch eine
zeitvariante Kalman-Verstirkung ergibt. Nach den theoretischen Herleitungen und Vergleichen
wurden Luenberger-Beobachter und Kalman-Filter schliellich fiir ein klassisches Testmodell
aus der Mechatronik, der Gleichstromnebenschlussmaschine, entworfen und mit Hilfe von
MATLAB/Simulink simuliert. Da Lastmomente konstante Storungen sind, die ohne Behandlung
zu stationéren Fehlern fithren, war es sehr viel vorteilhafter, ein Storgréfienmodell einzubeziehen
und daher einen Storgroflen-Luenberger-Beobachter bzw. Storgrofien-Kalman-Filter zu verwen-
den. Bei den fiktiven aber realitdtsnahen Modellparametern hatte das Kalman-Filter so ein
schlechtes dynamisches Verhalten, dass es vorteilhafter war, ein einfaches PT1-Filter mit relativ
kleiner Zeitkonstante zur Glattung der beobachteten Zusténde des Luenberger-Beobachters zu
verwenden.

Keywords: Luenberger-Beobachter, StorgroBenbeobachter, Kalman-Filter, Extended Kalman-
Filter, Rauschen, Beobachtbarkeit, stationidre Genauigkeit, Polplatzierung, MATLAB, Simulink.
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Nomenklatur

Skalare Groflen sind mit diinnen Buchstaben, z.B. u € R, Vektoren mit kleinen, fetten Buch-
staben, z.B. b € R™ mit n € N, und Matrizen mit groflen, fetten Buchstaben, z.B. A € R"*™
mit m € N, gekennzeichnet. Bei regelungstechnischen Groflen werden strikt, wenn nicht anders
angegeben, SI-Einheiten verwendet und daher in der Regel nicht mitgeschrieben. Bei der ersten
Verwendung jedes Formelzeichens im Text wird die jeweilige Bedeutung genannt. Fiir simtliche
Groflen werden die in der Literatur géngigen Symbole verwendet.



1 Einleitung

Zur Steuerung und Regelung dynamischer Systeme miissen der Steuerung bzw. der Regelung phy-
sikalische Groflen der Strecke, die Zustandsgréfien, zugefiithrt werden. In der Regel werden diese
RegelgroBien gemessen. Ist dies nicht oder nur mit grofem Aufwand und grofien Kosten méoglich,
miissen die Groflen beobachtet bzw. geschitzt werden. Die Umsetzung solcher Software-Sensoren
geschieht mit Hilfe von Luenberger-Beobachter bzw. Kalman-Filter. Ebenso kann insbesondere
der Kalman-Filter herangezogen werden, wenn Messsignale zu stark verrauscht vorliegen. Fiir
die genaue Positionsbestimmung bei Navigationsanwendungen hat sich der Kalman-Filter da-
her zum de facto Standard im letzten halben Jahrhundert etabliert [IL S. 1-29]. Neben der
Ermoglichung der Erfassung nichtmessbarer Zustandsgrofien und Kosteneinsparungen, ist es mit
dem Luenberger-Beobachter bzw. dem Kalman-Filter auch moglich fehlerhafte Sensoren zu de-
tektieren bzw. damit eine gewisse Redundanz zu schaffen. Eine weitere Anwendung ist die Zu-
standsriickfithrung bzw. -regelung, da hierbei alle Systemzustinde dem Regler zugefiihrt werden
miissen. Soll eine StorgroBenaufschaltung umgesetzt werden, bei der die Storgréfie nicht messbar
ist, kann sie mithilfe eines Storgrofenbeobachters rekonstruiert werden.

In dieser Ausarbeitung, werden zunéchst die theoretischen Grundlagen angefangen von der Idee
des Luenberger-Beobachters und des Kalman-Filters, bis hin zu den Erweiterungen beispielsweise
auf nichtlineare Systeme in Form des Extended Kalman-Filters vorgestellt. Anschlieend wird
ihre Struktur verglichen. Schliefllich wird ein Luenberger-Beobachter und ein Kalman-Filter fiir
das klassische Modell aus der Mechatronik, der Gleichstromnebenschlussmaschine, entworfen und
ihr Verhalten im Frequenz- bzw. vielmehr im kontinuierlichen Zeitbereich in Form des Stell- und
Storverhaltens mithilfe eines MATLAB/Simulink-Modells verglichen. In einem Resiimee werden
abschlieflend die Vor- und Nachteile von Luenberger-Beobachter und Kalman-Filter auch mit der
Anwendung bei dem mechatronischen Testmodell zusammengefasst.

2 Theoretische Grundlagen

2.1 Grundidee der Zustandsbeobachtung

In Abb. ist die prinzipielle Idee eines Beobachters gezeigt: Das reale System Gg(s) wird
durch die Eingangsgrofie u(t) angeregt. Dadurch reagiert es mit dem Ausgang y(t). Allerdings
wird es auch durch die Storung d(¢) angeregt. Parallel wird mit der gleichen Eingangsgrofie
u(t) ein Modell des Systems Gy (s) beaufschlagt. Damit entsprechen Ausgang und Zusténde des
Modells, g(¢) und &(t), einem Schitzwert des Ausgangs bzw. der Zusténde des realen Systems —
das Modell beobachtet das System. [2, S. 317-348]
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Abb. 2.1: Beobachter arbeitet parallel zur Strecke [2], S. 320]



In dieser Konfiguration geht die Differenz y(t) — §(t) bzw. x(t) — &(t) mit den zusétzlich in der
Regel nicht kongruenten Anfangsbedingungen x(0) = x¢ # &(0) = &( nur asymptotisch gegen 0,

e wenn es keine Stérungen d(t) gibt (oder diese erfasst und ebenfalls als Eingang auf das
Modell gegeben werden kénnten),

e das Modell das reale System ezakt abbildet und

e das reale System stabil ist.

Da dies in aller Regel nicht gegeben ist, muss die Abweichung des Messausgangs von realem
System und Modell, y(t) — g(¢), in einer geeigneten Weise zuriickgefiihrt werden — eine Art
Regler fiir das Modell. [2 S. 317-343)

2.2 Luenberger-Beobachter

In Abb. ist die Parallelschaltung von Abb. in der Zustandsraumdarstellung
&(t) = Ax(t) + bu(t), x(0) == (2.1)
y(t) = c'x(t)

der hier nicht sprungfihigen, d.h. der Durchgriff d = 0, Ubertragungsfunktionen Gg(s) und
G (s) gezeigt. Hierbei sei die reale Strecke durch das Modell exakt nachgebildet wie die iden-
tischen Bezeichnungen der Systemmatrix A, des Steuereingriffsvektors b und des Ausgangsvek-
tors ¢T verdeutlichen. Zusitzlich ist die von Luenberger vorgeschlagene Riickfiihrung iiber den
Riickfithrvektor I zu einem Stelleingriff in das Modell umgesetzt. [2, S. 317-348]
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Abb. 2.2: Luenberger-Beobachter [2], S. 321]
Das Zustandsraummodell des Beobachters
&(t) = AZ(t) + bu(t) + ug(t), #(0) =0 (2.2)
g(t) = c'a(t)



ergibt sich mit
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&(t) = AZ(t) + bu(t) + ly(t) — I"&(t)
= (A —1c")2(t) + bu(t) + ly(t). (2.3)

Der Beobachter arbeitet korrekt, wenn der Beobachtungsfehler

gegen 0 konvergiert. In die zeitliche Ableitung des Beobachtungsfehlers
Az (t) = @(t) — &(t)

kann die Zustandsgleichung des realen Systems (2.1]) und die Beobachterzustandsgleichung ([2.3])
eingesetzt werden,

Ai(t) = [Az(t) + bu(t)] - [(A —le")&(t) + bu(t) + ly(t)]
= Az(t) + bu(t) — (A — 1) &(t) — bu(t) — ly(t)
= Ax(t) — (A —1c)&(t) — ly(t)
= Ax(t) — (A —1c")2(t) - lc'x(t)
=(A—1c"x(t) — (A —1cHE(t)

(A—lc)
= (A lc)(a(t) - &(t))
= (A —1c")Ax(t), (2.4)
was mit der Anfangsbedingung

Az(0) = 2(0) — £(0) = &g — Tp = Axg

einer Differentialgleichung entspricht. Damit ist die Beschreibung des Beobachtungsfehlers mit
der eines autonomen Systems identisch. Der Beobachtungsfehler klingt fiir beliebige Anfangswerte
Axg auch ungleich 0 ab, wenn die Beobachtungsfehlermatrix A—Ic' stabil ist, d.h. alle Eigenwer-
te einen negativen Realteil haben. Dies gilt auch fiir impulsférmige Stérungen d(t) = §(¢), da sie
wie unterschiedliche Anfangszustdnde wirken und damit durch unterschiedliche Anfangszustéinde
darstellbar sind. [2] S. 317-348] O

Der Riickfiihrvektor I kann also in sofern frei gewihlt werden, dass A —Ilc! nur Eigenwerte mit
negativen Realteil besitzt. Allerdings klingt der Beobachtungsfehler schneller ab, je weiter links
die Eigenwerte liegen. Das kann zwar eine groe Verstirkung des Fehlers y(t) — §(¢) und damit
eine grofle Stellgrofe ug(t) nach sich ziehen. Eine Stellgroenbegrenzung muss aber nicht beachtet
werden, da der komplette Beobachter digital umgesetzt werden kann. [2] S. 317-348] Wann genau
der Beobachtungsfehler abgeklungen ist, wird von den Eigenwerten A1, Aa,..., A, von A — Ict,
bzw. vor allem von den dominanten Eigenwerten von A — lc', bestimmt: Werden beispielsweise
nur reellwertige Eigenwerte gewéhlt, entspricht Gl. einer Kette von PT1-Gliedern. Dieses
System hat bei impulsférmiger Anregung nach

1 1 1 1
T=—4—+4+...+—=T1+T0+...4+T, ~ ——— = T4ominan 2.5
>\1 * )\2 * * >\n PR i >\d0minant d© ant ( )



seinen e~! = 0, 37-fachen Wert erreicht und kann damit mit einem PT1 der kumulierten Zeit-

konstante T aus Gl. approximiert werden.

Weiteres Kriterium fiir die Wahl von 1 ist, dass der Beobachtungsfehler schneller abklingen
sollte, als Moden des realen System . Daher miissen die Eigenwerte deutlich links der je-
weiligen Eigenwerte bzw. der dominierenden Eigenwerte des realen Systems A platziert werden.
Allerdings wird mit weit links platzierten Eigenwerten auch das Messrauschen von y(t) verstirkt.
Daher schléigt [2, S. 317-348] den Kompromiss vor, dass die Eigenwerte von A — l¢! etwa 2 bis
6 mal weiter links als die Eigenwerte von A platziert werden solltenﬂ 2, S. 317-348]

2.3 Beobachtbarkeit

Notwendige Bedingung, dass ein Beobachter fiir ein System entworfen werden kann, ist, dass
das System vollstéindig beobachtbar ist, d.h. aus dem Verlauf der Eingangsgréfie u(-) und der
Messgrofe y(-) kann der Zustandsvektor x(-) rekonstruiert werden. Die mathematische Defini-
tion erfolgt umgekehrt, dass der Anfangszustand x(0) = @y aus einem endlichen Verlauf der
EingangsgroBe u(-) und der Messgroe y(-) im Intervall [0, c0) bestimmt werden kann. [2], S. 83—
91]

Zur Bestimmung der Beobachtbarkeit kann das Beobachtbarkeitskriterium von Kalman her-
angezogen werden. Es besagt, dass das System vollstdndig beobachtbar ist, wenn die Beobacht-
barkeitsmatrix

et
c'A
SB — CT,A2
cTA'”f1
vollen Rang
Rang Sy =n

hat. Die Eigenschaft Beobachtbarkeit ist damit nur von dem Paar (A, ¢) abhéingig. [2 S. 83-91]
Fiir den Beweis des Kriteriums wird auf weiterfithrende Literatur wie [2, S. 83-91] verwiesen.

2.4 Stationdrer Fehler bei konstanter StorgroBBe

Wird die Strecke mit einer Storgrofie d(t) iiber die Einkoppelmatrix Cy beaufschlagt, arbeitet
der Beobachter nicht mehr stationér genau. Zur Berechnung, wie grof die stationire Abweichung

IBei einem SISO-Modell kann die Berechnung von I auch iiber das mit Hilfe der Beobachtbarkeitsmatrix in die
Beobachternormalform transformierte Zustandsraummodell des Systems bestimmt werden. Hierdurch ist es
moglich, den Riickfiihrvektor aus

l:(aso agr ... asn—l)T—(ao ar ... an—1)T

zu berechnen, wobei ap; die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms aus der Polplatzierung )\13 und a; die
Elemente der rechten Spalte der in Beobachternormalform transformierten Systemmatrix ist. [2] S. 324-325]
Da dieser Rechenweg aber kaum Vorteile birgt, wird er hier nicht weiter verwendet.



ist, muss in Gl. (2.4) die Storgrofie der Strecke mitberiicksichtigt werden,

Ax(t) = x(t) — &(t)
= [Az(t) + bu(t) + Cqd(t)] — [(A —Ic")
= Ax(t) + bu(t) + Cud(t) — (A —1c")&(t) — bu(t) — ly(t)
= Az(t) + Cqd(t) — (A — Ic")E(t) — ly(t)
= Az(t) + Cqd(t) — (A — Ic")2(t) — lc"z(2)
=(A—-lc"z(t) — (A —1c"%(t) + Cqud(t)
— (A1) (&(t) - #(t)) + Cad(t)
= (A —lc")Ax(t) + Cqud(2).

&(t) + bu(t) + ly(t)]

Bei stationérer Betrachtung, konvergiert der Beobachtungsfehler zu einem Festen Wert Ax(t) =
Ax und seine Ableitung A#(t) wird 0,

0=(A-Ilc") Az + Cqd.
Durch Umstellen der Gleichung ergibt sich schliellich der stationére Fehler zu

& (A -l Az = —Cqd
Az = —(A—1c")'Cqd. (2.6)
Diese Gleichung kann einfach interpretiert werden, wenn alle Variablen als skalare Groflen ange-
nommen werden,

Cd

Ax = — .
a—lc
Hierbei wird deutlich, je grofler der Betrag der Verstarkung | gewéhlt wird, d.h. je weiter links
die Eigenwerte der Beobachtungsfehlermatrix A — Ic' platziert werden, desto geringer ist die
stationédre Abweichung.

2.5 Stationdr genauer Beobachter, StorgréBenbeobachter

Wird gefordert, dass der Beobachter stationir genau arbeiten soll, darf es keine sprungférmigen
Storungen d(t) geben. Sind solche Stérungen vorhanden bietet sich die Losungsmoglichkeit an,
die Storgrofe, sofern sie messbar ist, auch dem Luenberger-Beobachter in Gl. (2.2) zuzufiihren,

&(t) = A&(t) + bu(t) + Cad(t) + up(t). (2.7)

Damit kiirzt sich die Storung im Beobachtungsfehler heraus. Haufig ist es aber noch schwie-
riger die Stérung zu messen als die Zusténde. Sie soll schliellich durch einen iibergeordneten
Regler, ohne dass die Storgrofle direkt gemessen wird, ausgeregelt werden. Daher ist diese
Losungsmoglichkeit nur rein theoretisch.

Eine zweite Losungsmoglichkeit ist die Storgrofle durch einen Storgrofenbeobachter zu re-
konstruieren und anschliefend GI. zuzufithren. FEin Storgrofienbeobachter entspricht aber
lediglich einer Erweiterung des einfachen Beobachters, der wie im Folgenden gezeigt wird, be-
reits stationér genau arbeitet. Gleichzeitig beobachtet der StérgréfSenbeobachter natirlich auch
die Storgrifle, die beispielsweise fir eine Storgriffenaufschaltung zur Verbesserung der Dynamik
eines tbergeordneten Reglers verwendet werden kann. Hierfir wird fiir die Storgrofie d(t) ein



autonomes Storgroflenmodell verwendet. Eine sprungformige Stérung kann durch das Zustands-
raummodell

Ba(t) = Aga(t) = 0zq(t) =0, 4(0) = Tq0 = doo
Y4(t) = Cyzy(t) = Cudos

mit einer beliebigen Sprunghshe d ., modelliert werden [3], S. 351-354]. Der Zustand der Stérgrofie
wird nun als weiterer Systemzustand interpretiert, sodass die Zustandsgleichung des realen Sys-

tems zu
(£0) = (0 S (28)+(3) o
y(t) = (c' 0) (a:d (t)> 28)

sowie die Beobachterzustandsgleichung zu

() = (5 %) (260) # (§) o+t

erweitert werden [2, S. 317-348]. Hierdurch duferen sich sprungférmige Stérungen xq(0) = xq0 =

d,, nur noch durch einen Anfangszustand bzw. als impulsférmige Stérungen. Wie bereits im

Abschnitt unter GI. dargestellt, klingt der Beobachtungsfehler bei solchen Stérungen

ab. Daher ist auch die genaue Sprunghohe d., unerheblich. O
Allerdings muss sichergestellt werden, dass das Paar

(6 %) o)

noch beobachtbar ist. Ist das modellierte System nur mit der Beriicksichtigung eines Teils des
Storgrofenvektors beobachtbar, kann auch mit einem derart entworfenen Beobachter ein akzep-
tables Ergebnis erzielt werden [4, S. 29-30].

2.6 Kalman-Filter

2.6.1 Einbeziehung von stochastischen StorgroBen

Beim Kalman-Filter werden stochastische Stoérungen, das Systemrauschen d(t) und das Mess-
rauschen n(t), beriicksichtigt. Das Zustandsraummodell erweitert sich damit ZLE|

z(t) = Ax(t) + bu(t) + d(t)
y(t) = c'z(t) + n(t).

?Bei realen Systemmodellen ist es oft nicht sinnvoll Prozessrauschen so zu modellieren, dass es direkt auf den
Integrierer wirkt. Dies kann mathematisch wie oben mit einer Einkoppelmatrix beschrieben werden. Diese
Matrix miisste dann aber bei der weiteren Herleitung ebenfalls mit beriicksichtigt werden.



Analog zu GI. (2.4) ergibt sich nun der Beobachtungsfehler, der beim Kalman-Filter aufgrund
seiner stochastischen Natur Schéitzfehler genannt wird, zu
Ad(t) = z(t) — &(t)

= [Az(t) + bu(t) + — [(A=1cH(t) + bu(t) + ly(t)]

= Ax(t) + bu(t) + ( ) (A —1c"&(t) — bu(t) — ly(t)
= Ax(t) +d(t) — (A~ lc")&(
= Az(t) +d(t) — (A —lc")%(

=(A—-1c"z(t) — (A —-1lcH%

= (A —1c")(x(t) — &(t)) + d(t) — In(t)

= (A —1c")Ax(t) + d(t) — In(t). (2.9)
Es wird also davon ausgegangen, dass der Beobachtungsfehler durch das System- und das Mess-
rauschen ebenfalls zum Rauschen angeregt wird.

Die Auswirkungen der Stérungen in Kombination mit der Wahl des Riickfiihrvektors wird bei
der Betrachtung der Dynamik des Beobachtungsfehlers deutlicher. Hierfiir wird Gl. (2.9)) in den
Laplace-Bereich transformiert und in Ein-Ausgangsdarstellung umgestellt,

Ad(t) = (A —lc") Ax(t) + d(t) — In(t)
sAX(s) = (A —1c")AX(s) + D(s) —IN(s)
sAX(s) — (A —1c")AX(s) = D(s) —IN(s)
(Es— (A—1c")) AX(s) = D(s) —IN(s)
(s

AX(s) = (Es— (A—1c")) ™"

D(s) — (Bs — (A —1c")) " IN(s),
wobei E die Einheitsmatrix ist. Ahnlich zu G1. (2.6]) kann eine einfache Interpretation ermoglicht
werden, wenn alle Variablen als skalare Gréflen angenommen werden, d.h.

L ! N(s).

AX(s) = mD(s) -

s—(a—1lc)
Wie in GIL bereits festgestellt, miisste im ersten Term [ moglichst grof, gegen unendlich,
gew&hlt werden damit das Systemrauschen D(s) eliminiert wird. Um das Messrauschen N (s) hin-
gegen zu unterdriicken, miisste im zweiten Term [ moglichst klein, gegen 0, gew&hlt werden. Mit
der Auslegung des Kalman-Filters wird I schlieBlich so gewéhlt, dass System- und Messrauschen
optimal unterdriickt werden und der geschétzte Zustandsvektor &(t) minimal rauscht. [5]

2.6.2 Geforderte Eigenschaften an das System- und Messrauschen

An beide Storgrofien d(t) und n(t)ﬂ wird gefordert, dass sie stationére, mittelwertfreie, weifle,
gauflsche, unkorrelierte Rauschprozesse sind. Im Einzelnen heif}t das

e sie sind mittelwertfrei und besitzen damit den Erwartungswert E(d) = 0 bzw. E(n) = 0.
Thre Wahrscheinlichkeitsverteilung ist durch

3Der Einfachheit halber wurde bisher ein SISO-System betrachtet. Um eine allgemeine mathematische Beschrei-
bung zu erhalten, wird auch im folgenden oft der MIMO-Fall bevorzugt. Daher ist hier das Messrauschen vek-
toriell dargestellt. Unten werden auch Auskoppelvektor ¢! sowie Riickfiihrvektor I bzw. Kalman-Verstirkung
k allgemein als Matrizen C, L und K dargestellt.
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mit der Varianz o > 0 gegeben (gaufisches Rauschen).
Aufeinanderfolgende Werte sind dynamisch unabhéingig, das Rauschen ist damit stationér.

Aufeinanderfolgende Werte sind auflerdem unkorreliert, mathematisch ausgedriickt

HﬂﬂﬂﬂU:mWﬂmdﬁ»:Q&hﬂﬁ:{g izif
R furt=r1

0 sonst,

E(n(t)n(1)") = cov(n(t),n(t)) = R6(t — 1) = {

wobei 6(t) der Dirac-Impuls und ¢ und 7 zwei Zeitpunkte sind. D.h. auf der Diagonalen
der konstanten und symmetrischen Matrizen @ bzw. R stehen die Varianzen der Elemente
von d(t) bzw. n(t) und in den iibrigen Elementen der Matrizen stehen die Kovarianzen.
Im eindimensionalen Fall wire beispielsweise

E(d()d(H)") = E(d(t)) = var(d) = Q.

AuBlerdem sind durch die Quadrierung aller Elemente von d(t) bzw. n(t) alle Elemente in
Q und R positiv oder 0. Da nur Varianzen o; > 0 erlaubt sind, sind @ und R positiv
definit.

Schliellich wird gefordert, dass die Signale gegeneinander sowie mit dem geschitzten An-
fangszustand unkorreliert sind, mathematisch ausgedriickt

E(d(t)n(7)") = cov(d(t),n()) = 0.

Ferner muss der Kalman-Filter mit einem Anfangszustand initialisiert werden. Hierfiir wird
der Erwartungswert des Anfangszustands

&(0) = &0 := E(z(0))

verwendet. Auch hierfiir wird die Unkorrelliertheit zu dem Storrauschen gefordert, das
mathematisch mit

E(d(t)z)) = cov(d(t), o) = 0
E(n(t)x}) = cov(n(t),xo) = 0

ausgedriickt wird. [6, S. 511-513]

2.6.3 Berechnung der optimalen Riickfiihrverstiarkung L bzw. Kalman-Verstarkung K

Wie bereits angeklungen, erhélt man die optimale Riickfithrverstirkung L, die dann auch als
Kalman-Verstarkung K bezeichnet wird, wenn sie so eingestellt wird, dass das Rauschen des
geschitzten Zustandsvektors & bzw. der quadratische Mittelwert des Schétzfehlers Az und damit
seine Varianz- bzw. Kovarianzmatrix

P(t) = E(Az(t)Az'(t)) = var(Ax(t)) = cov(Ax(t), Ax(t))

minimal wird. Wenn das System (A, C) beobachtbar ist und die Matrizen @ und R positiv
definit sind [6l, S. 511-513], ergibt such durch Ableiten nach einigen Rechenschritten die Matrix-
Riccati-Differentialgleichung

P(t)=AP(t)+ P(t)A"+ Q — P(t)C"R'CP(t), P(0)=E(Az(0)Az"(0)), (2.10)
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wobei durch die bereits durchgefithrte Einsetzung
K(t)=Pt)C'"R™* (2.11)

P(t) minimal wird [7, S. 221-224]. Bei zeitinvarianten Systemen sind die Matrizen A und C
zeitinvariant. Aulerdem kénnen @ und R zeitinvariant angesetzt werden. Dadurch konvergiert
P(t) zu einem konstanten Wert P und die Ableitung kann wie bei einer Minimumsuche zu Null
gesetzt werden. Dadurch ergibt sich die algebraische Matrix-Riccati-Gleichung

0=AP+PA"+Q - PC'R'CP, (2.12)

mit deren konstanter, eindeutiger, positiv semidefiniter Losungsmatrix P auch eine konstante
Kalman-Verstéarkung

K =PC'R™!

entsteht [7, S. 221-224]. Die algebraische Matrix-Riccati-Gleichung (2.12)) muss beispielsweise
numerisch gelost werden.
Das hier dargestellte kontinuierliche Kalman-Filter wird in der Literatur, im Gegensatz zum
zeitdiskreten Kalman-Filter, auch als Kalman-Bucy-Filter bezeichnet.
2.7 Extended Kalman-Filter
Der Extended Kalman-Filter ist die Erweiterung des Kalman-Filters auf nichtlineare Systeme
&(t) = f(x(t), u(t)) +d(t), =(0) =z
y(t) = h(z(t)) + n(?).

Der Bobachter- bzw. Kalman-Filter hat die analoge Form

(33
—~
~
=
Il
-
—~
(o
—~
—y
S~—
g
—~
—y
S~—
S~—
_l’_
ha
~
S~—
—

<
—
~
=
|
<
—~
S~—
S~—
(33
—
(an)
=
Il
R
=)

Die Kalman-Verstirkung wird dabei so gebildet, als ob das System um einen Arbeitspunkt bzw.
einer Trajektorie linearisiert wird. Durch letzteres entsteht eine lineare zeitvariante Systemmatrix
und Ausgangsmatrix, die den Jacobi-Matrizen

_4f und C(t) = dh

A(t) = i
dz | W dz |5,

entsprechen. Die dadruch zeitvariante Kalman-Verstédrkung berechnet sich damit iiber
P(t)=A()P(t) + P(H)A®M)" +Q — P(H)CT(t)R™'C(t)P(t), P(0) = E(Ax(0)Az"(0))
zu
K(t)=Pt)C"t)R™"

und damit analog zu Gln. (2.10) und (2.11)). [I, 306-311]
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2.8 Erweiterungen

Luenberger-Beobachter und Kalman-Filter kénnen problemlos auf sprungfihige Systeme, auf
Mehrgroflensysteme — wie bereits bei der Herleitung zum Kalman-Filter angewendet —, sowie
auf zeitvariante Systeme angewendet werden. Bei zeitvarianten Systemen ist dann auch die
Riickfithrmatrix bzw. die Kalman-Verstirkung, L(t) bzw. K (t), zeitvariant.

Fiir eine praktische digitale Realisierung hat die Anwendung von Luenberger-Beobachter und
Kalman-Filter im zeitdiskreten Bereich grofie Bedeutung. Fiir ein allgemeines, lineares, zeitdis-
kretes, System

Tpr1 = Apxi + Bruy + di
Y = Crxp + Dyug + ng

mit dem Luenberger-Beobachter bzw. hier Kalman-Filter
By = Ap—1®k—1 + Br_1ugp—1 + Ki(y, — 9;)
9, = Cr2y + Dyuy.
berechnet sich die Kalman-Verstarkung K iiber die Matrix-Ricatti-Differenzengleichung
Py, = ALPLA. — AP, A (R, + C,P,.C}) 'CLPC + Q
zu
Ky = PkC{(R'F CkPkCi)il‘

Ist das System linear und zeitinvariant A, = A, konvergiert die Matrix-Ricatti-
Differenzengleichung erneut zu einem festen Wert

P=APA' - APA'(R+CPC")'CPC" +Q.

Diese Gleichung kann z.B. numerisch gelost werden. [7, S. 187-193] Im Falle eines Luenberger-
Beobachters wird die Riickfithrmatrix Lj wieder aus einer Polplatzierung bestimmt.
Bei einem nichtlinearen System
zp = f(Tr—1,up-1) + dx—1
Y = bz, ur) + ny,

ist das Extended Kalman-Filter analog

&p = f(@r—1,ur—1) + Ki(y, — J)

U, = h(&g, ug).
Die Matrizen Ay und C fiir die Berechnung der Kalman-Verstéirkung ergeben sich jetzt aus den
Jacobi-Matrizen
_df dh

= 12 und Cp = —

A
k dz

Br Uk Br Uk

und koénnen demnach problemlos online berechnet werden. [I, S. 306-311] Die Anfangswerte
werden dabei zu

&9 = E(x0)

Po = E(A:B()A.’Bg)

Ky = P,C\(R+ CyP,Cj)™*
gewihlt. [7, S. 187-193]
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3 Strukturvergleich

Der vorangegangene Abschnitt zeigte, dass sich Luenberger-Beobachter und stationédrer Kalman-
Filter lediglich im Wert der Riickfiihrverstdarkung unterscheiden. Nur bei einem nichtlinearen
oder zeitvarianten System ergeben sich gréflere Unterschiede, da die Kalman-Verstédrkung iiber
die Matrix-Riccati-Differentialgleichung gebildet wird. Beim Luenberger-Beobachter wiirde sich
dagegen der zeitvariante Riickfiihrvektor aus einer Online-Polplatzierung ergeben.

4 Vergleich mit dem linearen, zeitinvarianten SISO-Testmodell
der Gleichstromnebenschlussmaschine

4.1 Testmodell
4.1.1 Mathematische Beschreibung der Gleichstromnebenschlussmaschine

Als Testmodell dient die Gleichstromnebenschlussmaschine, dessen Blockschaltbild im Laplace-
Bereich in Abb. gezeigt ist: Im Anker fithrt die angelegte Umrichterspannung U (t) abziiglich
der induzierten Spannung Uj(t) tiber den Ankerwiderstand R und der Ankerinduktivitét L zum
Stromfluss I(t). Der magnetische Fluss soll dabei konstant auf dem Nennfluss ¥ (t) = ¥, gehal-
ten werden, sodass die Maschine nur im Ankerstellbereich betrieben wird. Uber den Nennfluss
und die Maschinenkonstanten ¢y wird damit das Maschinendrehmoment My(t) gebildet, dem
die Storgrofie, das unbekannte Lastmoment M, (t), entgegenwirkt. Uber das Trigheitsmoment J
wird die Maschine auf die Geschwindigkeit w(t) beschleunigt. Uber die EMK-Schleife (elektro-
motorische Kraft) wird schlielich die induzierte Spannung Uj(¢) gebildet.

My, (t)
U(t) L [ 1) My(t) "y Ma(t) | 1 w(t)
—»C > T % . > e > > E >
- Anker Drehmomentbildung Mechanik
Ui(t
i(t) s
EMK

Abb. 4.1: Testmodell im Laplace-Bereich

Fiir eine Kaskadenregelung wird der Strom durch einen Stromsensor gemessen und dem Strom-
regler als Messwert zur Verfiigung gestellt. Der Drehzahlregler soll allerdings seinen Messwert
nicht aus einem Sensor, sondern aus einem Luenberger-Beobachter bzw. Kalman-Filter erhal-
ten. Die Dynamik des Stromsensors soll hierbei vernachlissigt werden. Es soll keine Strommess-
wertglattung erfolgen. Weiterhin sei die Umrichterfrequenz so hoch, dass seine Zeitkonstante
vernachléssigt werden kann und der Strom 7(¢) und im Umkehrschluss auch U(¢) als glatt ange-
nommen werden kénnen.

4.1.2 Uberfiihrung des Testmodells in die Zustandsraumdarstellung

Das Laplace-Bereichs-Modell muss zunéchst in den Zeitbereich und anschlieend in den Zu-
standsraum ([2.1) iiberfithrt werden. Mit dem Anker inklusive EMK ergibt sich fiir den Strom
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die Zustandsgleichung

1+ %s
1) (14 5) = 5U0) - 22et)
1(5) + 5 - 51(s) = 1U(s) ~ “22(s)
1) + % i) = %U(t) _ c“f“w(t)
i) = 7%1@) + %U(t) - CMLW“w(t). (4.1)

Die Zustandsgleichung der Drehzahl ergibt sich mit der Drehmomentenbildung und der Mechanik
zu

wls) = ==+ (Mar(s) ~ Mi(5))
50(s) = 5+ (Mua(s) ~ Mi(5))
o) = 5+ (Man(t) — My (1)
- CMJ‘[/“ I(t) — %ML(t). (4.2)

der Steuergrofie

und der Storgrofie
d(t) = Mu(t)

kann mit den Zustandsgleichungen (4.1)) und (4.2)) schlieBlich das Zustandsraummodell

w0 () ()~ (P )

(&) ) (o (3o o -n
A (1) T Cado~bhn
y(t) = (1 0) (iig) — I(t) (4.3)
c'z(t)

aufgestellt werden.

15



4.1.3 Untersuchung des Testmodells

Fiir den hier fokussierten Beobachterentwurf ist die Uberpriifung der Beobachtbarkeit erforder-
lich. Hierfiir wird die Beobachtbarkeitsmatrix

g (¢ \_ (iﬁo)_M _(t 0
) leo(ae 7)) e e
J

aufgestellt. Wie unschwer zu erkennen ist, sind die Zeilen linear voneinander unabhéngig. Die Be-
obachtbarkeitsmatrix hat damit vollen Rang n = 2, wodurch das System vollstdndig beobachtbar
ist [

Weiterhin sind fiir die Auslegung des Luenberger-Beobachters die Eigenwerte des Systems von
Interesse. Sie berechnen sich zu

B oty A0
o= (of )= )
a0 0 A

(4 1)

T —A

E e

J L
R W3
— )2 b M*n
=\ +L)\+ 577
R R? 2

= —— 4 _— =
’ 2L 412 JL

2072
_ R <1i 1—4CM¢“L>.

2L

Der Realteil ist in jeden Fall < 0, da R, L > 0. Damit ist das System wie erwartet stabil.

Auf die Uberpriifung der Steuerbarkeit wird verzichtet, da die Eigenschaft fiir den Beobachter-
Entwurf ohnehin nicht relevant ist und da es offensichtlich ist, dass die Drehzahl w(t) durch die
Spannung U (t) gesteuert werden kann.

4.1.4 Erweiterung des Zustandsraummodells um das StérgroBenmodell fiir sprungformige
Stérungen M|,

Wiirde nun ein Luenberger-Beobachter oder Kalman-Filter entworfen werden, wiirde er, aus den
in Abschnitt auf S. [7] genannten Griinden, bei Beaufschlagung von zu erwartenden stati-
ondren bzw. sprungformigen Stérungen des Lastmoments M, nicht mehr stationér genau arbei-
ten und kann damit unbrauchbar sein. Daher soll auch die Storgréfie Lastmoment My, dessen
Storgroenmodell

il'jd(t) = 0, (Bd(O) = doo

w3806 3l 65
- L = e D

Cy md(t) Cyq doo

4Es sei angemerkt, dass das System nur aufgrund der Riickkopplung iiber die EMK vollstéindig beobachtbar ist.
Wire die EMK nicht vorhanden, wiirde eine reine IT1-Strecke vorliegen und die Drehzahl w(t) wére nicht
beobachtbar, da sie dann bildlich gesehen keine Auswirkungen auf den Strom I(t) hitte.
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lautet, im Gesamtmodell mit beriicksichtigt werden. Das Zustandsraummodell (4.3)) erweitert
sich nach Gl (2.8)) zu

(G 6 ) (5, ()

) LG8 69 i) \©)
) (0 %)) (o)
1(t)
yy=1 0 0 o) “Y | = 1.

0
My (t)

(" 0) (;j(?))

Da jeweils die 3. Zeile und die 3. Spalte nur Nullen enthélt, kénnen sie gestrichen werden. Damit
ist das erweiterte Zustandsraummodell des Testmodells

U(t)

I(t) e I(t) 1
w(t) ats 0o -1 wt) |+[0 U@
M (t) 0 0 0 ) \M(t)
———
®s(t) Agxs(t) bsu(t)
I(t)
yt)=(1 0 0)| w(t) I(t).
My(t)

clas(t)

4.1.5 Untersuchung des erweiterten Testmodells

Erneut muss die Beobachtbarkeit fiir das Paar (As,cl) untersucht werden.

Hierfiir wird die
Beobachtbarkeitsmatrix

(1 0 0)
_R  _a¥n
& L

a\ [aooleh o 2 i 0 o
Sps= | ctAs | = 0 0 0 = —-& o
clA? _R  _at g2 _R? _ % Ryl oy
5§78 & L LZ JL L2 JL

(1 oofe o -%

0 0 0

berechnet, die ereneut vollen Rang hat. Das System (As, ¢l) ist also beobachtbar.
Da weder das System (A, b, c") noch das Stérgrofenmodell (Ag, Cy) angeriihrt, sondern le-
diglich zusammengeschrieben wurden, ergeben sich die Eigenwerte von Ag aus den einzelnen

Eigenwerten von A und Aq4. Mit Beriicksichtigung, dass die 3. Zeile und die 3. Spalte gestrichen
wurden, ergibt sich der 3. Eigenwert zu

)\3:Oa
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was auf den ersten Blick ein grenzstabiles System suggeriert. Das kommt aber nur von der
Tatsache, dass stabiles Systemmodell und grenzstabiles Stérgrofenmodell zusammengeschrieben
wurden.

Aufgrund des erfreulichen Ergebnisses der Beobachtbarkeit des erweiterten Systems wiirde
man nun nur noch mit diesem System weiterarbeiten. Es soll hier dennoch zunéchst auch das
Originalsystem betrachtet werden, als ob das erweiterte System nicht beobachtbar wéire und man
auf das Originalsystem angewiesen wire.

4.1.6 Entwurf des Luenberger-Beobachters durch Polvorgabe

Die Eigenwerte der Beobachtungsfehlermatrix des Originalsystems A — lcT berechnen sich zu

0 = det((A —Ic") — AE)
_R
—det<<ciﬂ ¢> < > 0 /\<(1) (1)>)
:det<<c_]WLn ra > < > <3 g>)
757117 C]\/l‘pn
:det( @_12 —)\ )

_ _R_ll_/\)'_)\_(CMJWH_b)'_CMWH

L
=24 (R + ll) Ay Ol ot
7

JL L

2
8 _§+lli\/(§+ll) +12cMy7n_c§4wg
2 4 L JL

E 4 4 loem, 2 2
:fL;” 14 1+ — 2<2024“C§L“) . (4.4)
(f‘Fll)

Die Eigenwerte bzw. Pole der Beobachtungsfehlermatrix A — Ic' sollen um das k-fache weiter
links als bei der Systemmatrix A, also bei

R WL
ALy i=kAio = —k5p (1 +4/1-4 f“]B?Q ) (4.5)

platziert werden. Ein Koeffizientenvergleich zwischen Gl. (4.4) und (4.5),

7%-1-11:7]{5
2 2L
R R
—f—ll——k*
R R R
L=kt _E_ g pZ
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sowie

4 (lchLT/n B 01%4475) . cAUlL
(%**h)z L JL JR?
lemP v _CI%A&DEL R N 2
L JL —  Jrz \L "
e, KWL (R R\? w2
= — — _ 1 —
L TRz \z TV T
- CMSan2 2R2 CMWn
=TI Kty
¥
lp = —(k* — 1) MJ

liefert schliefllich den Riickfithrvektor zu

= (i) = (LT hke)

Da zunéchst ein mittleres Messrauschen angenommen wird, werden die Eigenwerte bzw. Pole
der Beobachtungsfehlermatrix A — IcT beim k = 4-fachen Wert der Systemmatrix platziert,

1= b — B%W i
l2 —15%

4.1.7 Entwurf des StorgroBen-Luenberger-Beobachters durch Polvorgabe

Da das erweiterte System die gleichen Eigenwerte A; 5 s := A1 > hat, werden auch die Eigenwerte
der Beobachtungsfehlermatrix bei )\5275 = )\]1372 platziert. Der 3. Eigenwert von Ag liegt allerdings
bei

)\3’5 = O
Eine Platzierung des 3. Eigenwerts der Beobachtungsfehlermatrix As — lsci bei
)\]33’5 = k)\g)s =0

ist nicht sinnvoll, da Anfangswerte My (0) # 0 dann nicht abklingen wiirden und auch der 3.
Zustand M (t) nicht stationéir genau, d.h. gar nicht, beobachtet werden kénnte.

Wie auch die Simulationen unten bestétigen werden, beeinflusst A§ ¢ praktisch nur das Abklin-
gen der stationidren Abweichung des kompletten Zustandsvektors,

Ioo (t) - joo (t)
AL oo (t) = oo (t) — Too(t) = Weo(t) — cZJAOO(t) ,
M, oo (t) — My oo (t)

die durch sprungférmige Storung des Lastmoments ausgelost wurden. Aus diesem Grund kann
)\g,s auch losgeldst von den anderen beiden Eigenwerten )\]137275, beispielsweise deutlich weiter rechts
(aber kleiner 0) platziert werden, wenn das Messrauschen ansonsten zu sehr verstirkt wiirde —
aber ein schnelles Abklingen gelingt natiirlich dann, wenn /\s]?,s moglichst weit links platziert
wird. Idealer Weise sollte /\3B’S mindestens so grofl wie der am weitesten rechts liegende Eigenwert
ming (AYs, A5 s) gewihlt werden, damit das Erreichen der stationiren Genauigkeit mindestens
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genau so schnell wie das Abklingen sonstiger impulsférmiger Storungen auf die ersten beiden
Zusténde, I(t) und w(t), geschieht,

R 2W2L,
Ags::x;:_kﬁ <1+ 1 -4 )

JR?

Auf eine analytische Berechnung des Riickfithrvektors Ig sei an dieser Stelle verzichtet, da er
mithilfe von MATLAB mit der Funktion

As = keig(As)

T

0
ls = place Ag, ch, Xs+ 1 O
Azs
unkompliziert berechnet werden kann, wobei wieder wie oben k = 4 angesetzt wird. Allerdings
zeigt sich, dass die Funktion place, die die Berechnung von ls numerisch durchfiihrt, bei dieser

Konstellation nicht konvergiert. Daher wird der 3. Eigenwert schlussendlich bei A} := 1,015
platziert,
As = 4eig(As)
0 T
ls = place A; cs, As + 0
1,01

4.1.8 Entwurf des Kalman-Filters und des StorgroBen-Kalman-Filters

Da das System linear und zeitinvariant ist, kann anstelle eines Extended Kalman-Filters ein
stationéirer Kalman-Filter mit konstanter Kalman-Verstarkung entworfen werden. Mithilfe einer
MATLAB-Funktion kann die Matrix-Riccati-Gleichung (2.12) gelost werden und die optimale
Kalman-Verstarkung zu

k=lqe (A, E,c",Q,R)" .
bzw.

ks = lqe (AS, E, Cga QS) R)T .

berechnet werden. System- und Messrauschen werden dabei mit einer Varianz von o? in den
Matrizen
2
9 ci; 0 O 10000 0O 0
Q= (‘Bl 002> - (10800 180) bzw. Qs= [0 o2 0|=| 0 100 o0
2 0 0 o2 0 0 100
und
R=03=10
modelliert.

Alternativ konnte die Kalman-Verstiarkung auch mit Gl.
K(t)=Pt)C'R™*
und der Matrix-Riccati-Differentialgleichung
P(t)=AP(t)+ PH)A"+Q — P(t)C"R™'CP(t), P(0)=E(Az(0)Az"(0)),
in MATLAB/Simulink &hnlich dem Blockschaltbild in Abb.[f.2modelliert und dadurch berechnet

werden.
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Abb. 4.2: Blockschaltbild zur Bestimmung der Kalman-Verstirkung

4.2 Vergleich im Frequenzbereich

Ein aussagekréftiger Vergleich ist im Frequenzbereich hier nicht moglich, da die Struktur von
Luenberger-Beobachter und stationdren Kalman-Filter mit konstanter Kalman-Verstarkung iden-
tisch ist. Auflerdem wird die Filterwirkung des Kalman-Filters, der das weile Rauschen des
geschitzten Zustandsvektors — das alle Frequenzen enthélt — minimiert, nur im Zeitbereich
deutlich. Lediglich die Zeitkonstanten des Beobachtungsfehlers sowie der stationdre Beobach-
tungsfehler bei konstanten Storungen sind durch die unterschiedliche Riickfiihrverstédrkung bei
Luenberger-Beobachter und Kalman-Filter unterschiedlich. Diese beiden Sachverhalten lassen
sich aber auch im Zeitbereich aussagekriftig vergleichen.

4.3 Vergleich im Zeitbereich
4.3.1 Simulink-Modell und Parametrierung

In Abb. [£3] ist ein Screenshot des Simulink-Modells gezeigt. Hierin ist das reale System
im Laplace-Bereich modelliert. Luenberger-Beobachter und Kalman-Filter sowie Storgrofien-
Luenberger-Beobachter und Storgréofen-Kalman-Filter arbeiten parallel. Fiir eine spétere Be-
urteilung wurde auch ein einfaches PT1-Filter mit der Zeitkonstante 7' = 10 ms jeweils an die
Luenberger-Beobachter angeschlossen. In Scopes und MATLAB-Variablen werden die relevanten
Simulationsergebnisse zum jeweiligen Vergleich erfasst.

Fiir die Simulation wurden Parameter einer fiktiven Maschine verwendet. Sie habe eine Leis-
tung von P, = 33 kW bei M, = 100 Nm und n, = 330 rad/s mit den elektrischen Anker-
nenngrofen Uy, = 400 V und I, = 90 A. Der Ankerwiderstand sei demnach etwa R = 0,3 Q
und die Maschinenkonstante mal Flussverkettung cy¥, = 1, 13 Vs. Die Ankerzeitkonstante ldge
bei T' = 10 ms wodurch die Ankerinduktivitdt L = 3 mH betrage. Schliefilich sei die Tragheit
J = 0,2 kgm?.

Die Simulationsdauer betrigt 3 s. Beispielhaft dienen die in Abb. dargestellten Stell- und
Storgrofensignale, die sich jeweils aus einem Sprung und spéter einer Sinusschwingung zusam-
mensetzen. Die Signale sind so gewihlt, dass in der ersten Simulationshélfte nur die Stellgrofie
verandert wird und damit das Stell- bzw. Fiihrungsverhalten untersucht werden kann. In der
zweiten Hélfte wird hingegen nur die Storgrofle verédndert wodurch das Storverhalten isoliert
betrachtet werden kann.
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4.3.2 Stell- und Stérverhalten von einfachen Luenberger-Beobachter und einfachen

Kalman-Filter

Zunichst werden der einfache Luenberger-Beobachter und der einfache Kalman-Filter betrachtet.
Es sollen 3 Fille verglichen werden:

(a)

Zuerst wird die oben bereits verwendete Kombination & = 4 fiir die Polplatzierung des
Luenberger-Beobachters und Messrauschen mit o = 10, was auch in die Berechnung der
Kalman-Verstarkung eingeht, verwendet. Hierfiir berechnet sich die Riickfiihrverstarkung
des Luenberger-Beobachters zu

li—s = (300,00 —84,75)".
Die Kalman-Verstarkung konvergiert dagegen zu

kyz_yo = (7,8022 —0,8248)" .

Anschliefend wird der Effekt der Polverschiebung der Beobachtungsfehlermatrix des
Luenberger-Beobachters um das Doppelte, k = 8, bei gleichem Messrauschen o2 = 10
untersucht. Die Riickfithrverstirkung betrigt dann

li—s = (700,00 —355,95)" .

SchlieBlich wird die Auswirkung der VergréBerung des Messrauschens auf o3 = 100 bei der
ausginglichen Polplatzierung des Luenberger-Beobachters mit k& = 4 betrachtet. Hierbei
betrigt die Kalman-Verstirkung nur noch

koz_100 = (0,8273 —0,0878)" .

In Abb. und sind die Simulationsergebnisse fiir die 3 Fille gezeigt. Hierbei wurde
die Ordinate bereits auf den interessanten Bereich herangezoomt, sodass nur ein Teil des An-
laufverhaltens zu sehen ist. Da das verwendete Modell, das fiir den Entwurf von Luenberger-
Beobachter und Kalman-Filter, exakt mit dem realen System iibereinstimmt, ist das Stellver-
halten von Luenberger-Beobachter und Kalman-Filter auch im nicht dargestellten Bereich exakt.
Unterschiede ergeben sich nur beim Rauschen und beim Stérverhalten:

(a)

(b)

()

Wie die deutlich kleinere Kalman-Verstarkung vermuten lief}, ist zwar das Rauschen in der
Beobachtungsgrofie auch deutlich kleiner, aber der stationére Fehler ist unverhéltnisméafig
grofler.

Durch die Erhohung der Riickfithrverstirkung konnte nun zwar der stationédre Beobach-
tungsfehler nochmals verringert werden, aber, wie erwartet, ist das Rauschen grofier.

Da bei einer Erhchung des Messrauschens die Kalman-Verstéirkung noch kleiner wird, ist
zwar das Rauschen dhnlich klein, der stationédre Fehler aber noch gréfier.
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4.3.3 Stell- und Stérverhalten von StorgroBen-Luenberger-Beobachter und
StorgréBen-Kalman-Filter

Nun werden Stell- und Stérverhalten von Stérgrofien-Luenberger-Beobachter und Stoérgrofien-
Kalman-Filter in den gleichen 3 Fillen wie im vorigen Abschnitt verglichen. Hierfiir ergeben sich
die Riickfiihr- und Kalman-Verstarkungen zu

Is s = (424,10 —216,53 2243,67)"
Is s — (948,19 —883,09 17949,36)"
ks p210 = (10,15 —1,50 10,15)"
ks p2-100 = (1,69 —0,32 1,00)".

In Abb. [£7] und [£8 sind die Simulationsergebnisse auf gleiche Weise wie oben gezeigt. Un-
terschiede im Stellverhalten ergeben sich erneut nur durch das Rauschen. Wie erwartet klin-
gen nun Abweichungen durch stationéire Storungen ab. Durch die jeweils im Vergleich zur
Riickfiihrverstarkung des Luenberger-Beobachters sehr kleine Kalman-Verstéarkung ist zwar er-

neut kaum Rauschen beim Kalman-Filter vorhanden, aber die stationéire Abweichung aller
Zustande klingt deutlich langsamer ab.
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4.3.4 Stell- und Stérverhalten von StorgroBen-Luenberger-Beobachter und
StorgroBen-Kalman-Filter bei Parameteranderungen

Bisher wurde davon ausgegangen, dass das dem Luenberger-Beobachter und Kalman-Filter zu-
grundegelegte Modell exakt mit dem realen Modell iibereinstimmt. Es soll daher schlielich
noch durch eine Simulation das Verhalten bei einer Parameterinderung des realen Systems im
Vergleich zum Storgrofen-Luenberger-Beobachter und Storgrofien-Kalman-Filter fiir die ersten
beiden Fille (a) und (b), also mit k = 4 und k = 8 jeweils bei 07 = 10, untersucht werden.

Bei der Gleichstromnebenschlussmaschine kann sich insbesondere der Ankerwiderstand R in
einem relativ groflen Bereich z.B. durch Temperaturerhohung verdndern. Abb. und zei-
gen die Simulationsergebnisse bei R' = 1,2R. Hierbei ergeben sich sowohl im Stell- als auch
im Storverhalten sehr grofle stationdre und dynamische Fehler insbesondere bei der beobach-
teten bzw. geschétzten Drehzahl. Die Genauigkeit wird kaum, praktisch gar nicht, durch eine
Erhohung der Riickfithrverstarkung mit £ = 4 auf k = 8 verbessert. Daher sollte bei zu erwar-
tenden Parameterinderungen nach Moglichkeit auch Luenberger-Beobachter bzw. Kalman-Filter
entsprechend adaptiv angepasst werden.
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5 Resiimee

Luenberger-Beobachter und stationires Kalman-Filter haben die identische Struktur. Lediglich
der Wert des Riickfiihrvektors wird nach unterschiedlichen Gesichtspunkten berechnet: Der Vor-
teil vom Luenberger-Beobachter ist, dass eine Polplatzierung vorgenommen und damit seine
Fehlerdynamik vorgegeben wird. Nachteilig ist, dass das Rauschen nicht mit in die Auslegung
einflieft wodurch Simulationen und Messungen zur Bestétigung herangezogen werden miissen.
Genau umgekehrt ist es beim Kalman-Filter: Hier wird bei der Auslegung die stochastische Be-
schreibung des Rauschens verwendet. Dadurch kénnen aber keine Dynamik-Anforderungen mit in
die Auslegung einflieBen. Daher miissen auch hier Simulationen und Messungen zur Bestétigung
der Auslegung herangezogen werden. Ob die Wahl auf Luenberger-Beobachter oder Kalman-
Filter fallen sollte, ist damit auch stark von dem Anwendungsproblem abhéingig.

Die Wahl bei dem fiktiven Modell der Gleichstromnebenschlussmaschine wiirde, da eine gute
Stordynamik gefordert wird, auf den Storgroflen-Luenberger-Beobachter fallen. Ist das Rauschen
damit noch zu grof}, ist ein nachgeschaltetes PT1-Filter, das hier mit der relativ kleinen Zeit-
konstante von 7' = 10 ms parametriert wurde, evtl. ausreichend — allerdings erzeugt ein solches
Filter eine Phasenverschiebung und damit einen relativ groffen dynamischen Fehler, wie Abb.
und [£.§] zeigen.

Auffallig in Abb. und [£.7)ist, dass der Luenberger-Beobachter auch den Stromverlauf nahezu
dynamisch exakt und unverrauscht beobachtet, ihn sozusagen Luenberger-filtert. Daher ist es
vermutlich sinnvoll, diesen beobachteten Wert dem Stromregler als Messwert zuzufiihren, statt
den tatséichlichen Messwert fiir den Stromregler mit der einhergehenden Phasenverschiebung zu
gléatten.
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MAT LAB-Initialisierungsskript
%% Init

clc;
clear;
close all;

%% Maschinenparameter
display ('——_Maschinenparameter .——")

% Festlegung der Parameter
R = 0.3;
deltaR = 1.2; %R-FErhéhung im realen Modell

% Plausibilititsprifung der fiktivien Parameter
display (’Ankerzeitkonstante.=")

L/R

display (’Schwingungsfdahigkeit - (Radikant)._=")
R2/4/L°2 — ¢.M"2xPsi_n"2/J/L

%% Zustandsraummodell
display ('——_Zustandsraummodell .—")

% Variablen

A = [-R/L, —c_MxPsi_n/L; ¢MxPsi_n/J, 0];
B = [1/L; 0];
Cl1l=11 0];
C2 =10 1];
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B.d = [0; -1/J];

% Priifung der Beobachtbarkeit
display ( 'Rang.S_.B.=")
rank (obsv(ss (A, B, C.1, 0)))

%% Berechnung des Luenberger—Beobachters
display ('——_Berechnung._des._.Luenberger—Beobachters . ")

% Faktor, um wie weiter links die Pole plaziert sein sollen
k = 4;

display ('eig (A) =")

eig(A)

% L_B aus analytischer Berechnung

LB = [(k—=1)xR/L; —(k"2 — 1)*c_MxPsi_n/J]
display ('eig (A-L.BxC_1)_=")

eig (A-L_BxC_.1)

% L_B durch place()

LB = place(A’, C.17, k x eig(A))’
display (’eig (A-L_BxC_1) . _=")

eig (A-L_BxC_.1)

% stationdre Abweichung
display (’Stationdre_Abweichung.bei.90 . Nm: )
deltaX = —(A — L.BxC_1)"—1 % B.d * 90

%% Berechnung des Kalman—Filters
display ('——_Berechnung.des _Kalman—Filters .——")

% Beschreibung des Rauschens
TS = 0.0001;
sigma2_R = 10;

R_. = sigma2_R;

Q = [10000, 0; 0, 100];
%

P

Bestimmung von LK aus der modellierten Matriz—Riccati—DGL
0 = zeros(2);

% Bestimmung von LK mit lqe()
K = lqge(A, eye(2), C.1, Q, R.)

% stationdre Abweichung
display (’Stationdre_Abweichung._bei.90 Nm: *)
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deltaX = —(A — KxC_.1)"—1 % B.d % 90

%% Erweitertes Zustandsraummodell
display ('——_Erweitertes._Zustandsraummodell .—")

% Variablen

AS = [-R/L, —cMxPsi_.n/L 0; c¢M*Psi_n/J, 0, =1/J; 0, 0, 0];
B_S = [B; zeros(1)];

C.1S = [C.1, 0];

C2S = [C2, 0];

C3s = 1[0, 0, 1];

B.dS = [B.d; 0:];

% Priifung der Beobachtbarkeit
display (’Rang.S_BS.=")
rank (obsv(ss(A_S, B.S, C_1S, 0)))

%% Berechnung des Stérgré f§ en—Luenberger—Beobachters
display ('——_Berechnung.des.Storgré 8 en—Luenberger—Beobachters.

% Faktor, um wie weiter links die Pole plaziert sein sollen
display (’eig (A_S).=")
eig(A.S)

% L_BS durch place()

lambda_S = k * eig(A_S);

L BS = place(AS’, C.1S’, lambda_-S + [0; 0; 1.0lxlambda_S(2)])’
display (’eig (A_S-L_BSxC_1S) .=")

eig (A_S-L_BSxC_1S)

%% Berechnung des Stérgré f§ en—Kalman—Filters
display ('——_Berechnung._des_Stérgré 8 en—Kalman—Filters . ——")

% Beschreibung des Rauschens
R_-S = sigma2_R;
S = [10000, 0, O; O, 100, 0; O, O, 100];

Bestimmung von L_KS aus der modellierten Matriz—Riccati—DGL
0S = zeros(3);

TR O

% Bestimmung von L_KS mit lqe()
KS = lqe(AS, eye(3), C_1S, QS, R.S)
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%% Simulation
sim (’Simulationsmodell 7)
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